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INTRODUÇÃO 
A poeira de Cantor é um dos fractais mais simples e um dos mais citados na literatura, 
pois exibe de forma direta a que não tem uma escala característica Gleria, Matsushita, Silva, 
2004.) Esforços de introdução de fractais no ensino médio (Jesus, Pinto, Alves, Zebende, 2005; 
Sallum, 2005) e no ensino superior têm resultado em contribuições didáticas significativas 
(Assis et al, 2008; Backes e Bruno, 2005). Neste trabalho, exploramos as propriedades dos pré-
fractais de Cantor para estudar arranjos de capacitores.  
 
METODOLOGIA 
A análise de redes de capacitores realizada neste trabalho começa com uma releitura da 
Poeira de Cantor, associando-a a um conjunto de capacitores de placas paralelas, ligados em 
série, de acordo com a ordem da geração pré-fractal correspondente. 
Para tanto, considere um capacitor de placas de área 𝐴, paralelas, separadas por uma 
distância 𝑑, tal que 𝑑 ≪ √𝐴. Nesse caso, sua capacitância pode ser expressa com boa 
aproximação por 𝐶 =
𝜀𝐴
𝑑
, onde 𝜀 representa a permissividade elétrica do meio material que 
preenche o capacitor (Reitz, Milford, Christy, 1982, p.126-128). Para o vácuo, a permissividade 
elétrica é dada por 𝜀 = 𝜀0 = 8,854 × 10
−12 𝐶2/𝑁.𝑚2, em unidades MKS (idem, p.38). 
Para estabelecer uma relação entre a Poeira de Cantor e os capacitores, considere o 
esquema da Figura 1, na qual as linhas verticais representam as placas paralelas que formam o 
capacitor, dispostas perpendicularmente ao plano da página. Na parte superior da Figura, 
encontra-se o gerador da Poeira de Cantor, o segmento de reta de comprimento 𝑑 (FEDER, 
1988). Os pré-fractais são obtidos desse segmento a partir da seguinte regra de recursividade: 
divide-se o segmento em três partes iguais e retira-se daí a parte central, obtendo-se a 1ª geração 
pré-fractal, formada por 2 segmentos de comprimento (
1
3
) 𝑑, ou seja, 1/3 do comprimento 
original. Com isso, pode-se agora formar dois capacitores: um deles com as placas posicionadas 
em 𝑥1 = 0 e 𝑥2 = (
1
3
)𝑑; o outro com as placas  em 𝑥3 = (
2
3
)𝑑 e 𝑥4 = 𝑑.  
Para obter a 2ª geração, faz-se o mesmo procedimento para os segmentos remanescentes 
da geração anterior: agora, obtém-se 4 segmentos com (1/9) do comprimento original, que dão 
origem a 4 capacitores cujas placas localizam-se entre os pontos: 𝑥1 = 0 e 𝑥2 = (
1
9
)𝑑; 𝑥3 =
(
2
9
)𝑑 e 𝑥4 = (
3
9
)𝑑; 𝑥5 = (
6
9
) 𝑑 e 𝑥6 = (
7
9
)𝑑; 𝑥7 = (
8
9
)𝑑 e 𝑥8 = 𝑑. Os capacitores assim 
formados são ligados em série, através dos segmentos 𝑥2𝑥3̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑥4𝑥5̅̅ ̅̅ ̅̅  e 𝑥6𝑥7̅̅ ̅̅ ̅̅ , conforme a  
Figura 1. Usa-se o mesmo procedimento para cada uma das gerações. 
Para a 3ª geração pré-fractal, repete-se a regra a cada um dos 4 segmentos 
remanescentes, obtendo-se agora 8 segmentos com (1/27) do comprimento original, 
preenchidos em azul na  
Figura 1, indicando o meio dielétrico de permissividade . Aplicando-se essa regra 
recursivamente, obtém-se para a n-ésima geração um total de 2n segmentos, cada um com (1/3)n 
do comprimento original. 
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Figura 1. Três primeiras gerações pré-fractais da Poeira de Cantor e os correspondentes capacitores, 
preenchidos com material de permissividade elétrica  . Elimina-se o terço central e conecta-se os 
capacitores em série, produzindo uma competição entre o aumento da capacitância devido à diminuição da 
distância entre as pastas e a diminuição da capacitância devido à ligação em série dos capacitores para cada 
geração. 
Assim, para cada geração há um total de 2𝑛 capacitores, cada um com uma capacitância 
dada por: 𝑐𝑛 =
𝜀𝐴
𝑑𝑛
,           (3) 
onde 𝑑𝑛 = 𝑑 (
1
3
)
𝑛
.           (4) 
Portanto, a cada geração há um aumento da capacitância individual 𝑐𝑛, devido à 
diminuição da distância interplanar. Como esses capacitores estão ligados em série, a 
capacitância total da n-ésima geração será dada por 
 
1
𝐶𝑛
=
1
𝑐𝑛
+
1
𝑐𝑛
+⋯+
1
𝑐𝑛⏟          
2𝑛 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠
.        (5) 
Logo, combinando-se as Eqs. (3) e (5), a capacitância total para a n-ésima geração pode 
ser escrita explicitamente na forma: 
1
𝐶𝑛
=
1
𝑐𝑛
 2𝑛, donde 𝐶𝑛 =
𝑐𝑛
2𝑛
=
𝜀𝐴
2𝑛𝑑𝑛
 .   (6) 
A substituição da Eq. (4) na Eq. (6) fornece: 𝐶𝑛 =
𝜀𝐴
2𝑛𝑑𝑛
=
𝜀𝐴
2𝑛
𝑑
3𝑛
=
𝜀𝐴
𝑑(
2
3
)
𝑛   (7) 
Como a capacitância da geração de ordem zero é dada por 𝐶0 =
𝜀𝐴
𝑑
 , tem-se, pois, que        
𝐶𝑛 = 𝐶0 (
3
2
)
𝑛
            (8) 
 
RESULTADOS E DISCUSSÃO 
A Eq. (7) é fundamental para a compreensão desse trabalho, pois a partir dela é possível 
estabelecer uma relação entre a o arranjo de capacitores e a dimensão fractal da Poeira de 
Cantor. A partir de Feder (1988), é possível mostrar que o fator de escala fractal para a n-ésima 
geração da poeira de Cantor tem a forma 𝑑𝑛 = (
1
3
)
𝑛
𝑑.     (9) 
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 
Com isso, o comprimento total de uma geração em função do fator de escala é dada por: 
𝐿(𝑑𝑛) = (
2
3
)
𝑛
𝑑           (10) 
Combinando-se essas duas expressões acima, pode-se mostrar que: 
𝐿(𝑑𝑛) = 𝑑 𝑒𝑥𝑝 {𝑙𝑛 [(
2
3
)
𝑛
]} = 𝑑𝑙𝑛2 𝑙𝑛3⁄ 𝑑𝑛
1−(𝑙𝑛2 𝑙𝑛3⁄ )
      (11) 
Essa expressão pode ser resumida na forma: 𝐿(𝑑𝑛) = 𝐾𝑑𝑛
1−𝐷    (12) 
onde o fator 𝐾 = 𝑑𝑙𝑛2 𝑙𝑛3⁄  é uma constante que depende da distância inicial entre as placas do 
capacitor (geração 0) e 𝐷 = 𝑙𝑛2 𝑙𝑛3⁄  é a dimensão fractal da Poeira de Cantor. Por fim, 
comparando-se as Eqs. (7), (10) e (12), obtém-se: 
𝐶𝑛 =
𝜀𝐴
𝑑(
2
3
)
𝑛 =
𝜀𝐴
𝐿(𝑑𝑛)
=
𝜀𝐴
𝐾𝑑𝑛
1−𝐷 =
𝜀𝐴
𝐾
 𝑑𝑛
𝐷−1       (13) 
O resultado acima (Eq. 13) significa que a capacitância total de cada geração cresce com o 
fator de escala da Poeira de Cantor na forma assintótica: 𝐶𝑛~𝑑𝑛
𝐷−1. 
Portanto, fica estabelecida a relação entre os arranjos de capacitores, a escala de 
medida e a dimensão fractal da Poeira de Cantor. 
 
 
 
Figura 2. Montagem da segunda geração pré-fractal de Cantor em uma rede de 
capacitores. 
 
CONSIDERAÇÕES FINAIS  
Encontramos uma relação analítica entre a capacitância e a dimensão fractal para uma 
sequência pré-fractal da Poeira de Cantor. A Figura 2 representa o arranjo correspondente à 
segunda geração de tal sequência. Cada fileira de capacitores representa o capacitor equivalente 
da Figura 1 para essa geração. As medidas são feitas com um capacímetro comercial. 
Resultados preliminares exibem uma concordância qualitativa com a Eq. 13. 
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